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FUNCIONES 
1.- DEFINICIÓN 


Sean X y Y conjuntos. Una función f de X a Y es una regla que asigna a cada elemento x E X un único 
elemento y EY. 
De esta manera denotamos: 


f:X=>Y ,y=f(x) donde se deben cumplir las siguientes condiciones: 
VxeXalyerfO)=y A x1=x2> f(x1)= f(x») 


o equivalentemente V x EX, ll y EY fíx)=y A f(x) E f(x) bx Ex 
A esta segunda condición se le conoce como CONDICIÓN DE UNICIDAD 


Denominaremos al conjunto X como el dominio de la función o Dom(f) así como Codominio 


o conjunto de llegada al conjunto Y. 


El elemento y es la imagen de x bajo f asícomo x es la preimagen de y bajo f. 


También se denominará rango al subconjunto de Y cuyos elementos tienen preimágenes. 


Ejemplo: Consideremos la siguiente regla f: X = {e,w,g} > Y = {2,3,5,7} 
la cual está definida por: f =(f(e,3),(w,7),(9,7)) 





Primeramente, veamos si es que f es una función. 
1.—Notamos que para cada elemento x E X se cumple que cada uno tiene un elemento asignado,es decir: 
fle)=3, fiw)=7, f(g9) =7 


2. —Notamos que la condición de unicidad f(x,) + f(x») > xı + x, también se cumple. 


“. Por lo tanto podemos afirmar que la regla f es una función y podemos indicar también que: 
X = {e,w, gj es el dominio de f, así como también que Y = {2,3,5,7} es el codominio o conjunto dellegada. 
La imagen del elemento e es 4 mientras que la preimagen de 7 es Iw, g| ya que f(w) = f(g) = 7 


En cuanto al rango de f, este sería 13,7) ya que son los únicos elementos con preimágenes. 





Este ejemplo también puede representarse por medio de un diagrama de flechas: 


A Y 





Dom(f) = X = fe, w, g} Codominio = Y = {2,3,5,7} 
Ran(f) = 13;7) 
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Otra definición más exacta de una función es la que utiiza Terence Tao en su libro Analysis I (Volume 1) 


Sean X,Y conjuntos y sea P(x; y) una propiedad relacionada a un objeto x EX y un objeto y EY 


tal que para cada x € X, existe únicamente un y € Y para el cual P(x; y) es verdadero 


Definimos a la función f:X > Y definida mediante P en el dominio X y rango Y como el objeto 


dado cualquier valor x € X, asigna una valor de salida f(x) € Y definido como el único objeto f(x) 


para el cual P(x, f (x))es verdadera. 


Es decir: 








Notamos fácilmente que existe un único y para todo x para los cuales P(x; y) es verdadero y por lo tanto 


podemos definir una función f:Z* > Z* asociada a esta propiedad es decir f(x) = x + 1 para todo x. 





f:Z* > Z* asociada a la propiedad definida por y=f(x)=x-1 


También podríamos intentar definir a la función: 
f:Z* > Z* asociada a la propiedad definida por y=f(x)=x-1 
Desafortunadamente esto no definiría a una función ya que para x = 1 no existe y tal que y = x — 1 


De esta manera podríamos definir correctamente a la función: 


f:Z* > Z¿ asociada a la propiedad definida por y= f(x) =x-—1 
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De igual manera se podría tratar de definir a la función Raíz cuadrada f: R > R 
asociandola con la propiedad P(x;y) definida por y? = x 


y  tomaríamos al valor «x como el valor para y talque y“ es x 


Pero encontraríamos dos problemas con esta definición: 


1.— El primer problema es que para cierto valores reales de x sería imposible encontrar un valor 
y como por ejemplo x = —1. 


Este problema podría resolverse restringiendo el dominio a |0: Fo] 


2.— El segundo problema sería que para valores de x en [0 + oo| existirían más de un único valor para y 


Este problema podría resolverse restringiendo el rango a |0: +00| 


De esta manera uno podría correctamente definir a la función raíz cuadrada: 
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2.- GRAFICA DE UNA FUNCION 


Se define a la gráfica de una función f(x) con dominio Domf como el conjunto de pares ordenados: 





Ejemplo: 
Esbozar la gráfica de f:[0:+00| > [0: +], vy=f(10)=vx 


Tabulando ciertos valores: 
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3.- LA PRUEBA DE LA LÍNEA VERTICAL 


Al trazar una linea vertical, esta debera intersectar como máximo en un punto a la gráfica de una función 
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4.- GRÁFICA DE FUNCIÓN CUADRÁTICA: 
Sea la función f definida en R de la forma: y = f(x) = ax? + bx +c dondea,bceRAa FO 


La gráfica de esta función es una parábola cóncava hacia arriba o hacia abajo. 


El cálculo de las coordenadas del vértice 
es de la siguiente forma 
y | Vértice: (h; k 


La concavidad dependerá del coeficiente principal a” 


aso El calculo de las intersecciones con el eje y se calcularan evaluando x = 0 


El calculo de las intersecciones con el eje x se calcularan evaluando y = 0 





Estas dos últimas observaciones pueden utilizarse en cualqier tipo de gráfico. 
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Ejemplo: 
Esbozar la gráfica de f(x) = —x“ + 4x + 12 definida en todo R 


Ya que el coeficiente principal es — 1, la gráfica será cóncava hacia abajo. 


El cálculo del vértice será de la siguiente forma: y 
4 
h=-——— =2 
2(—1) 
k=f(WD=f(2)=-22+42+12=h16 
es decir las coordenadas del vértice V son (2; 16) 


Intersección con el eje Y: 
x =0 
f(0) = 12 (0; 12) 


Intersecciôn con el eje X: 

y= 0 

—x* +4x +12=0 

x*—4x-—12=0 

(x — 6)(x+2) =0 

x=6V x=-2 (6;0) y (—2;0) 
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5.- ESBOZO DE LA GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN POLINÓMICA 


y= - P(x) tiene grado impar o, E dera y = P(x) tiene grado par 




















El coeficiente principal El coeficiente principal El coeficiente principal 

ss positivo f = es negativo . o es positivo = es negativo 

yo cuando x — 00 y > —00 cuando x — 00 y > cuando x— 0 y—> =œ cuando x — 0 
y >-« cuando x —> —co y—>œ cuando x — —o y — œ cuando x — —co y — —oo cuando x —> —oo 


Hay que recordar que al momento de calcular intersecciones con el eje X,en casos de multiplicidad 


par la intersección será tangente mientras en casos de multiplicidad impar la intersección sera secante. 
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Ejemplo: Problema+3 


03. Bosquejar la gráfica de: 


F(x) =-x?*+3x-2 


F(x) = -xX + 3x- 2 





Por el coeficiente principal negativo observamos que: 
en el + œ la gráfica irá hacia — oo 
y que en el — cola gráfica irá hacia + co 
Calculemos las intersecciones con el eje X 

y = F(x) =-x%+3x-2=0 

=(x — 1D)(x+2)=0 


Intersecciones en (1;0) (tangente) yen (—2;0) (secante) 
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6.- FUNCIÓN DEFINIDA POR INTERVALOS 


fo) ; 


fl) =h) ; 
fal) o; 








Sean R,,R»,R3 los rangos respectivos de las subfunciones f,(x), folx) y fa(x) 
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Ejemplo: Problema+13 


13. Halle el rango de la funcion: 


E Jx2 -4, X «3 
F(x) pa — 5: X23 


A) [-4: a. B) [-3; oo» C) E? es 
D) [-1; “e»  EJ[0; +=> 


Solucion: 
Calculamos el rango de cada subfuncion: 
A0)=x*-4 x<3 


x<3 > xt >0 


> xº-4>-4 


Iii fix) > —4 










f(x) =2x—5; x23 


x23 > 2x > 6 
> 2x=5>1 


= pO) > 1 





Finalmente: 
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7.- CÁLCULO DEL DOMINIO Y RANGO 


Para funciones reales de variable real, se considerará lo siguiente: 
CÁLCULO DEL DOMINIO: 


Se analizará a la variable x 


St bien el dominio debería estar definido al inicio de toda función, en caso no lo esté se analizará en base 
a las restricciones aprendidas a lo largo de las semanas anteriores. 


1.-"/P()ERANEZ > P(O>0 P) 


“0 E R > Q(x) 0 


CÁLCULO DEL RANGO: 
Se analizará a la variable y = f(x) 


Ya teniendo el dominio definido, se procederá a utilizar los conocimientos ya adquiridos para acotar f(x) 
es decir, se utilizará el dominio y la regla de correspondencia. 





PROBLEMAS RESUELTOS 


PROBLEMA: 
01. Sean F y G dos funciones definidas en Q 
por: F(—1) = G(1) 
F(x) ax- 1; G(x) =- 3x + b 
tales que: —a—1=3+b 
F(1) = G(-1); F(-1) = G(1) 
Entonces: F(2) + G(3) es igual a: “a-b=4 
A) -2 B) -1 C)0 = 
D)1 Ele 
SOLUCIÓN: 
F(1) = G(=1) Resolviendo el sistema obtenemos a = —3 b=-1 
-1=-3+b 
l ii Por lotantoF(x)=-3x—1 y G(x)=3x-—1 
a=b=-2 


De donde F(2) + G(3) =-7+8=1 
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PROBLEMA: 
02. Sea F una función real decreciente definida 
por : 
F(x) = ax+b 
tal que: 


F([1; 2]) = [826; 122] 
Calcular: b - 2a 
A) 2 939 B) 2 936 C)293/ 
D) 2 938 E) 2 939 


SOLUCIÓN: 
Sea x E |[1;2] es decir: 
1<x<2 
Es evidente que a debe ser negativo, por lo tanto: 
Za<ax<a 


2a+b<ax+b<ar+b 







2a+b<F(x)<a+b 


2a + b = —826 
a+b=122 


De donde se obtiene: 
a=-—948 y b=1070 


b — 2a = 2966 
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PROBLEMA: y 
04. ¿Cual es el intervalo de variación de “n” 
para que las raices de la ecuación: 
-2x -3x+2n-1=0 
estén ubicadas a la Izquierda y la otra a la 
derecha del numero 3? X 


A)n> 5 B)jne]0; /[ C)0<n<14 
D)n £ ]-1;, 3| Ejn> 14 


SOLUCIÓN: 
Debido al coeficiente principal del polinomio sabemos que la gráfica será côncava hacia abajo 
Y para que las raices estén ubicadas una a la izquierda y la otra a la derecha del número 3, se debera cumplir: 
P(3)>0 
-18-9+2n-1>0 


n> 14 
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PROBLEMA: 


(x — 2)F (x) = 5x 


05. Dado: 
X 


3 | 
e vxeE-i2j xF(x) — 2F(x) = 5x 


xF(x) — 5x = 2F(x) 


hallar F(3x) en función de F(x) 


3F(x) 15F(x) 15F(x) 











A) B C 
Era SDT  2F09+5 x(F(x) — 5) = 2F(x) 
oy FO p SF) +1 
“15F(x) -3 2F(x) - 3 2F (x) 
EE 
SOLUCIÓN: FG) -5 
5x 
Sabemos la regla de correspondencia F(x) 729 Reemplazamos en F(3x) = — 
15x o 
de donde F(3x) = 
km ju 2F (x) 
F(3x) = FO-5 — 15F(x) 
Despejamos x en función de F(x) ci (à SIS 2 AF(x) + 3 


'F(x)—5 
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PROBLEMA: 


En base al dominio calculemos el rango. 


06. Dada la siguiente función de variable real 
cuya regla de correspondencia es: y =F(x)=1+ x — x? 
F(x)=1+ yx - x? 
o vo 2Y=2+2yx— x? 
indique el rango de F 
A) [O; 1] B) [-1; 0] C) JO; 4] 2y = 2 + y 4x — 4x? 


cla O Y 
D) E a E) (1; 1 





2y = 2 +41- (2x — 1) 


f ya que0<x<1 > 0<2x<2 
SOLUCION: 
-1<2x-1<1 > 0<(2x-1)2<1 


Determinemos el dominio mediante la restricción: 
—1 < -(2r-1)“x0 


x—x?*>0 

a mo ae di 0<1-Qx-D*<1 

x(x— 1) <0 0<41-—(2x-1)} <1 
De donde obtenemos que x E |0;1] 25224, /1-(21-1)2x3 


Es decir Domf = |0;1] 


3 3 
2<2y<3 > 1=ySs> Ranf = [1,5 
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PROBLEMA: 


Debido a la semejanza de triángulos: 


07. Considere el área del rectángulo de la figura 
(región sombreada) como una función, A(x). a=x = a bx 
Determine el rango de esta función, si se y = b de donde y = b — a 
supone que el area es un valor positivo. 





bx 
Por lo tanto el area A(x) = x.y = x ( — = 























a AGO = a (E p) ab 
cds 4bX a 4 
bx? 
A(x) = bx — — 
a 2 
2bx p) >0 
ADA(xX) = 4bĉx 4b°x? a = 
SOLUCIÓN: a a a? > 
4bA(x) 4b2?x? 4b? a(x do 
N x) _ xo X rra = < 
a a? a 
2 
2 a [2bx ab ab 
4bA 2b A ca kmi ns 
- 2 (Ds) — p? MAO, la p) "a fa 
ab 
0 < A(x) = — 





4 
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PROBLEMA: 
10. Determine el rango de la función : 
F(x)= yx-1+y47-x,xc [1; 7] 
A) [y3; 3/6] B)[2y3; 246] 
C)[y3;2/6] D)[y3; y6] 
E) [V6; 2/3] 
SOLUCION: 
y =F(x) =vx-—1+vV7-x 
y=x-1+7-x+2/(%-—1)0(7—-x) 


y? =6+24/-—x? + 8x -7 
y*=6+24y9 — (x — 4)? 







A partir de1<x<7 
=3<x-4S<3 
0< (x-4)<9 


—9 < -(X-4)“x0 
0<9-—(x—4)}<9 

0 < 9- (x-4) <3 
0<2/9-—-(x—4)2<6 

6 < 6 +249 -— (x — 4): < 12 

6 < y? < 12 

ya que y es estrictamente positivo 


V6 < y < 2V3 
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PROBLEMA: 


11. Sea la función: 
F:A=>|[1; 3] 





X 
F(x) = 
X+2 


Halle el dominio A, si su rango es <1; 3] 


3 JT 
A) | 2 5) 2 


D) =-o»; 0] E) =-o; 1] 


C) esl] 








SOLUCIÓN: 


= F( ja 
VITO xeZ 








< 3 













Domf =| — 9; - | 
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PROBLEMA: 

12. Indique cuales de las siguientes relaciones O — + | / 2 _ Dee = ) o ] 
son funciones : I. G | | 1 ~A 2X, l X /X E R} 
lo F = (ix - yl; ly1)/x, y € R} 


I. c= (1? -x 1-x)/x e E) G=(Yw-D2311-x1), x= R) 


Il. H=(É+1;t+1)/teR) 





A) LIIyVIlIlI  B)lylll C) Il y IlI G = t(lx — 1|; |x — 11), x E R} 
D) Solo Il E) Ninguna 
j G sí es función ya que es evidente que se cumplirá la unicidad. 
SOLUCION: 


Il. H=(é+1;t+1)/teR) 


Seat=5 (26;6) EF 
Sea t = —5 (26;-4) EF 





F = (Ix - yl; ly1)/X y € E} 


Seax=5y=4 (1;4) EF 
Seax=6y=5 (1;5) EF H no es función 
F no es función 


~J 

>, 
PITAGORAS 
ACADEMIA 


PROBLEMA: 
15. Sea F la función definida por : 
pu... JO LME 
Fo) = | 1:3<x<10 


calcule: 


| = FPIZXEOS) 
2 
donde: x e [-1; 2] 


B) x 
E)O 


A) xº C)x~-2 


D) x +2 







SOLUCION: 


Yaque —-l<x<z 


xe 


2 


xe xe 
Por lo tanto F (=-) — 2(5)-a = x? — 1 


U<—<2 


Yaque —-l<x<z 


3<2x+5<9 
Por lo tanto F(2x +5) = 1 


2 


. A Kiu 2 2 
Finalmente F(5-) + F(2x 4 5)=xº-1+1=x 





08. Sean las funciones: 
F(x) = 2x) + 4x - 30 
G(x) = -3x“ - 6x + 24 
Hallar la distancia entre los puntos A y B 
donde b = min(F) y d = max(G) 


y 





A) 74 
D) 72 


B) 61 
E) 78 


C) 80 


09. Dada la funcion real de variable real F cuya 
regla de correspondencia es : 





3-2/2-yx 


F(x) = 
halle el rango. 
A) [0; 4] 

D) [2; 1-y2] 


B) [0; 2V2 C)[3;3+2/2] 


E) [/3;1-y2] 


14. 


16. 


17. 


Dada la funcion F: E — E definida por: 
F(x)= ax+b 
donde (a; b) = E. Si: 
Flx+y) = F(x) + Fly) 7 x ye E 


y si F(-2) = -6, determine ab. 





A)O B) 1 E 
D) 3 E) 4 
Si la; b] es el rango de la función F definida 
por: 
F(x) = 2x+1 
2x+3 


donde: DomF = ]0; 10] 

dar la relación correcta entre a y b 
A) a + 3b = 25 B) 3a + 6b = 10 
C) 3a + 23b = 22 D) 5a + 6b = 36 
E) Ta + 4b = 11 


Hallar el dominio de la funcion: 
F(x) = DÉ A 3x- 3 
si: 
RanF = ]-5; 60] 
B) 12; 3] 
E) 1-2; 3] 


A) 11; 41 
D) 14; 8] 


C) 15; 8l 


18. Sea F una función definida por: 


F(x) = /25 -x“-2 


entonces el De ^ R es: 


A) [-5; 2] B) [-5; 5] C) [-5; -2] 
D) [-3; 3] E) [-2; 3] 
19. Determinar si el conjunto: 


20. 


F = (é - 2; 2x)lx £ E) 
representa una función. 
A) No 
B) Si 
C) No se puede decir nada. 
D) Es función si x = -2 
E) Falta más información 


Sea F la función definida por: 
2 g 
E O Re? 
3x- X22 
hallar el rango de F. 
A) [5; 7] B) [-8; 7] C) [9; 11] 
D) [-7; 6] E) [-3; +=] 
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CLAVES: 


8) 59 
9) E 

14) 0 
16) C 
18) C 
19) A 
20) E 


